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Resum

Exercici de demostraci6 matematica per a un cas concret (funcions
en involucié i paréntesis de Poisson) presentat a classe d’Estructura i
dinamica galactica.
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1 Involucid

Una involucié o funcié involutiva és una funcié matematica que és la seva propia
inversa:

f(f (z)) =z VzeDom (1)
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2 Integral primera
Com a recordatori matematic, per a un sistema ordinari d’equacions diferencials:

dy; .
dz? :fi (‘T7y17"'7yn) peri = 1)"'an (2)

Una integral primera, integral del moviment o constant del moviment és una
funci6 de coordenades generalitzades i moments conjugats (o equivalentment de
posicions i velocitats) que és constant durant tota la trajectoria del sistema:

o (z,y1, -, yn) = Constant (3)

Si es coneixen k integrals primeres d’un sistema, llavors ’ordre aquest pot ser
reduit en k£ unitats integrant ’equacié de Hamilton-Jacobi

3 Paréntesis de Poisson

Considerem una funcié F = F (q1, ..., ¢n, D1, ---, Pn, t) amb ¢; i p; com a coorde-
nades i moments generalitzats. La seva derivada respecte al temps sera:

dFF <~ (0F dg; OF dp; OF <~ /[0F . OF . oF
dt Z <6qi at Op; dt ) * ot Z (aqiq”L 5‘pipl> * ot “)

i=1 i=1

Donat que les coordenades i moments generalitzats son solucions de les equacions

de Hamilton ¢; = gTZ ip; = 2—5 a on H és el Hamiltonia, llavors:

dF_z”:(aFaH 8F8H> OF

dt — \ 9q; Op; ~ Op; 0qi o )



D’aqui s’extrau que els paréntesis de Poisson de dos funcions a ’espai de fase
respecte a les variables canoniques conjugades es defineix com:

" (OFOH OF 0H
F,H] = -
> H] Z <5Qi Opi  Opi 3%‘) (©)

i=1

Per tant, I’equacio (5) quedaria:

dF OF
=R H+ S (7

En aquest sentit, per a que una funcié F' sigui una integral primera es requereix
que

OF
[P, H] 4 - =0 8)

Per tant, F' és integral primera si:
1. F no depén del temps %—f =0

2. Els paréntesis de Poisson s’anulla [F, H| = 0, per tant F' i H es troben en
involucié mutua.

3.1 Propietats

1. Antisimetria: [F, H] = —[H, F], en conseqiiéncia [F, F] = 0.

2. [H,a] =0 a on « és una magnitud que no depén explicitament de ¢; i/o
pi

3. Linealitat: [oF + 8G,H] = «[F,H|+ B[G,H] aon « i @ sén magnituds
que no depenen explicitament de ¢; i/0 p;

4. Regla de Leibniz: [u,vw] = [u,v] w + v [u, w] i [uv, w] = [v, w]u + v [u, w]

5. Derivada parcial respecte al temps: 2 [u,v] = [2%, v] + [u, 2¢]

6. Identitat de Jacobi [u, [v, w]] + [v, [w,u]] + [w, [u,v]] = 0, per tant si uiwv

son integrals primeres, llavors [u, v] també ho sera.

Si H és el hamiltonia, la combinacié de la propietat 1 ([H, H] = 0) amb la
derivada respecte al temps segons ’equaci6 (7):

dH OH
T )

El que implica que H és integral primera sempre i quan no depengui explicita-
ment del temps (sistema autonom).



4 El-lipsoide perfecte

4.1 Equacions del moviment

A Tarticle “de Zeeuw, T. (1985). Elliptical galazies with separable potencials.
MNRAS. 216, 273-334” s’especifica que el potencial gravitatori en un el-lipsoide
perfecte es pot representar per:
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o F(1)=(T+a)(r+7)G(r)amb G (1) = nGgoabc [;* \/#%w‘ff

e A\, u,v son les coordenades el-lipsoidals

e «a, 1y son constants que satisfan la inequaci6 —y < v < —f < pu <
—a <A\

Les equacions del moviment de les orbites estel-lars en un el-lipsoide perfecte es
poden representar per:
2 mE—71j+k+ F (1)
A T+ A T+ )

(11)

aonT =\ pu,v.

Les constants j i & que apareixen a les equacions del moviment sén valors de
dos integrals primeres J i K que existeixen al potencial de Stickel a més de
I’energia total H = E:

H=X+Y+Z (12)
J=p+v) X+w+NY+A+pnZ (13)
K =uwX +vAY +A\uZ (14)
aon X, Y iZ son: ,
_ b F ()
= op B 1)
_ P Fp
REToER R Y (16)
v,  F({) (17)
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i per altra banda:

P2 _ A=) (A=)
4A+a)A+8) (A +7)

0 = (n=v)(p=2X)
d(p+a)(p+B)(n+)

=N w-p
(v +a)(v+B)(v+7)
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4.2 Demostracié integrals primeres i involuci6

Donats els paréntesis de Poisson:

oJ OH 0J 0H
[J7H] a Z (67’8})7 - 6781’7)

OK OH 0K O0H
U(’[{]__jg: (<9T8pr _'6?r8p7>

o0J 0K 0J 0K
[/, K] = ET: (876pT - 878p7>

(23)

Si J, K, H son integrals primeres i es troben en involuci6 llavors [H, J] = [J, K| =

[K, H] = 0 donat que:
1. Si J i K son integrals primeres, llavors:

(a) [J,H] =01 [K, H] = 0 segons requisit (8).
(b) [J, K] = Constant:

i. Per la propietat 6 dels paréntesis de Poisson (identitat de Jacobi):

[J,[K, H]) + [K, [H, J)] + [H,[J, K] = 0

ii. Com anteriorment s’ha establert que [J,H] = 01 [K,H| = 0,

llavors: [J,0] + [K,0] + [H,[J,K]] =0

iii. Per tant la identitat de Jacobi es simplifica a: [H,[J,K]] =0
iv. Com a conseqiiéncia de la propietat 2 dels paréntesis de Poisson,

s’obté finalment: [J, K| = Constant

2. Si Ji K estan en involucié mitua, llavors [J, K] =0

Demostraci6 de [H,J] = [J,K] = [K,H] = 0 pel cas concret de les J, K, H

definides a I’apartat anterior:

— oJ O0H oJ OH\ _ (9J O0H oJ OH
TH =%, (328L - 2298) = (Y82 - 2L9) +.. . +(..)




(U FE Y+ @+ N+ 2+ 0+ %) X —((+v) 82) (B + % + %)+
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=X (AW +FEN-+Y+2)+

_oxX (B Fu) () _ PP\ (y_

Lo <<2Q2 ““”WW)Q “H(W <H>2(u7u>)(’\ ’/)+Y+Z)+
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=2 (L A=+ gE A=)+ Y +2) + .

0 - _

2 (- N+ =N Y +2) 4 =0+

A on la resta de termes s’anul-len de forma equivalent.

Pel segiient cas:
_ OK OH _ 0K 9H\ _ (0K 0H _ 0K 0H
K H) =%, (P2 - QEO) = (K21 _ JKOIY 1 4(.)

= () G+ + (0N G 2+ () %) 8X— (X ) (B + %5 + %)+

X (X (pv—p- )+ W A—pv)+ N p—p-v)+vY +uZ) +

= X (HW- O =)+ F (- (A =v) +vY +uZ) +
:%((2@2‘%)(%M—mw(z‘i—%)(u-@—u))wYWZﬁ
= 2 (X v =)+ Gy (e = w) + 0 + 7)) +

:gT)i((;\ ,L)O\ 1) + ({%()\—V)+VY+MZ)+...:O+...

De nou, la resta de termes s’anul-len de forma equivalent.
Finalment, en quant a [J, K]:

K] =%, (3255 - §255) = (95 - 2L %K) +...+ ()
— (U + ) FE Y+ @+ G+ 2+ 0+ 1) %) ()

((,u-l- )apx)((“ VoY + (v N+ uZ+ (N-p)22)+ .

_ 00X
= apx (

(1w + (=) )Y + G+ N p-v+ (—p—v)v-A)
+(w+ (—p=v) (=) Z+ GE (O p-v+(—p—v)-A-p)

)+ ...
:g;i( VY + 25 (u-v? =12 N) = 22+ 22 (v — A p?)) +
:%(—VQY—F%(VQ-(/J—)\)) 2Z+ (2 (v=N))+...

_ X Pl F(u) F(v)
=X (—y2Y+ (2é2 - 7(H_V)(’M_M2) (V2 (n—N) —p2Z + (232 - 7(1,_”2(”_“)) (n?- (v — A)))Jr



= a%("/QYJFﬁ(VQ'(M—A))—u2Z+ﬁ(u2'(u—A)))+...:0+

A on també la resta de termes s’anul-len de forma equivalent.
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